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园 引 言

由于奇异积分解决了工程技术领域中的许多

实际问题袁近年来 悦葬怎糟澡赠 主值积分

I(f;t)= 1
-1乙 f(子)
子-t d子=

lim
着寅0 (

t-着
-1乙 + 1

t+着乙 ) f(子)
子-t d子 |t|约1 渊员冤

的数值计算问题受到许多学者的关注援 这里只列

出少量参考文献咱员原远暂曰由于 悦葬怎糟澡赠 奇异核的特

性袁在构造渊员冤的各种求积公式时袁基本上都采用

去掉奇异性的方法袁把式渊员冤转化成通常意义下的

广义积分袁然后用适当的代数多项式逼近新的广义

积分的被积函数而得到求积公式袁大多数学者在构

造式渊员冤的求积公式时袁主要着眼于被积函数的各

种逼近袁 很少用变量替换去变换 悦葬怎糟澡赠 奇异

核袁而孕援 运蚤皂 和 哉援 允援 悦澡燥蚤 在 圆园园园 年对式渊员冤中
积分变量进行三角变换袁 对变换后的主值积分用

三角余弦插值多项式去逼近被积函数而得到一种

内插型求积公式咱苑暂援 文献咱苑暂用三角变量变换式

渊员冤的奇异核而得到的求积公式不同于以往式渊员冤
的求积公式袁 实际上他们是在构造一个新的奇异

核的主值积分求积公式曰但文献咱苑暂也有不足袁由
于文献咱苑暂中没使用咱园袁仔冤上的非等距结点的三角

插值工具袁他们只构造出咱园袁仔冤上 圆灶 个等距结点

的求积公式袁这在应用上会带来诸多不便援 与文献

咱苑暂不同的是袁本文构造式式渊员冤的求积公式时取

消了对结点个数和等距的限制袁并用一个实例来说

明求积公式与原积分的误差渐进性援
员 仔渊反冤周期三角多项式插值

为了构造渊员冤的非等距结点求积公式袁下面引

用文献咱愿暂中的一些结果援
定义院如果三角多项式 栽渊曾冤满足院栽渊曾垣仔冤越栽渊曾冤袁

称 栽渊曾冤是 仔 周期三角多项式曰如果 栽渊曾冤满足

栽渊曾垣仔冤越原 栽渊曾冤袁称 栽渊曾冤是 仔 反周期三角多项式援
所有 仔 周期三角多项式组成的集合记为 棕援

所有 仔 反周期三角多项式组成的集合记为 匀援 由
文献咱愿暂可知院
棕越喳

n

k=0
移(akcos2kx+bksin2kx),灶逸园袁葬噪袁遭噪 为常数札 渊圆冤

H越喳
n

k=1
移(akcos(2k-1)x+bksin(2k-1)x),灶逸园袁葬噪袁遭噪 为常数札

渊猿冤
设 0臆x1约x2约噎约xn约仔袁v (x)=sin(x-x1)噎sin渊x-

xn冤袁vj(x)=v(x)/sin(x-xj)援
引理咱愿暂渊员冤 当 灶越圆择垣员 时袁对任何复数 赠员袁噎袁赠灶袁

存在唯一的 灶原员 阶 仔 周期三角多项式 栽渊曾冤越
n

j =1
移 yj

vj(xj)
增躁渊曾冤 满足插值条件 栽渊曾j冤越yj袁j=1,2,噎袁n援

渊圆冤当 灶越圆择 时袁对任何复数 赠员袁噎袁赠灶袁存在唯

一的 灶原员阶 仔反周期三角多项式 栽渊曾冤越
n

j =1
移 yj

vj(xj)
增躁渊曾冤

满足插值条件 栽渊曾j冤越yj袁j=1,2,噎袁n援

基于三角方法的 悦葬怎糟澡赠 主值积分数值计算
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摘 要院用三角变量替换的方法把含 悦葬怎糟澡赠 核的主值积分变换到咱园袁仔冤上含三角函数核的主值积分袁用非

等距结点的 仔渊反冤周期三角插值多项式作为工具去逼近新的主值积分的被积函数袁构造出含 悦葬怎糟澡赠 核主

值积分的一个新的内插型求积公式袁 根据求积公式视结点个数的奇偶性不同给出了求积公式的不同表达

式袁推导出求积公式中求积系数的循环关系式援 最后以一个实例在计算机上用 酝葬贼造葬遭 编程实现袁用得到的

数值结果和图像来说明所得求积公式的误差渐进性援
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圆 悦葬怎糟澡赠 主值积分的非等距结点求
积公式

令 子越糟燥泽赠袁贼越糟燥泽曾袁代入式渊员冤有咱苑暂院
I(f(cos窑);(cosx))= 仔

0乙 f(cosy)siny
cosy-cosx dy

= 仔
0乙 h(y)siny-h(x)sinx

cosy-cosx dy
=I(h;x) 袁 渊源冤

式渊4冤中 h(y)=f(cosy)援
设 0臆x1约x2约噎约xn约仔袁下面分 灶 的奇偶性构造

渊源冤的求积公式袁为此袁用咱园袁仔冤上非等距结点的三

角插值多项式去逼近式渊源冤中的 澡渊赠冤袁即用

栽渊y冤越
n

j=1
移 h(xj)

vj(xj) 增躁渊y冤 渊缘冤
去逼近式渊源冤中的 澡渊赠冤援

渊员冤当 灶越圆择垣员 时袁由引理知袁式渊缘冤中 增躁渊曾冤是
灶原员越圆择 阶 仔 周期三角多项式援由式渊圆冤知:
vj (x)=aj0+aj1cos2x+bj1sin2x+噎+ajqcos2qx+bjqsin2qx=
q

k=0
移(ajkcos2kx+bjksin2kx) j=1,2,噎袁n袁 渊远冤
其中袁aj0= 1

仔
仔

0乙 vj(x)dx袁
ajk= 2

仔
仔

0乙 vj(x)cos2kxdx k=1,2,噎袁q袁
bjk= 2

仔
仔

0乙 vj(x)sin2kxdx k=1,2,噎袁q援
构造式渊源冤的求积公式院
Q(h;x)= 仔

0乙 T(y)siny-T(x)sinx
cosy-cosx dy=

n

j =1
移 h(xj)

vj(xj)
仔

0乙 vj(y)siny-vj(x)sinx
cosy-cosx dy=

n

j=1
移Hj

h(xj)
vj(xj)

渊苑冤

式渊7冤中 Hj= 仔

0乙 vj(y)siny-vj(x)sinx
cosy-cosx dy袁j=1,2,噎袁n.

将式渊远冤代入有

Hj=
仔

0乙
q

k=0
移(ajkcos2ky+bjksin2ky)siny

cosy-cosx -
q

k=0
移(ajkcos2kx+bjksin2kx)sinx

cosy-cosx蓸 蔀dy=
q

k=0
移ajk

仔

0乙 cos2kysiny-cos2kxsinx
cosy-cosx dy+

q

k=1
移bjk

仔

0乙 sin2kysiny-sin2kxsinx
cosy-cosx dy

=
q

k=0
移ajkI2k+1+

q

k=1
移bjkJ2k+1

其中

I2k+1= 仔

0乙 cos2kysiny-cos2kxsinx
cosy-cosx dy=

1
2

仔
0乙 sin(2k+1)y-sin(2k+1)x

cosy-cosx - sin(2k-1)y-sin(2k-1)x
cosy-cosx蓸 蔀 dy

k=0,1,2,噎袁q
J2k+1= 仔

0乙 sin2kysiny-sin2kxsinx
cosy-cosx dy=

1
2

仔
0乙 cos(2k+1)y-cos(2k+1)x

cosy-cosx - cos(2k-1)y-cos(2k-1)x
cosy-cosx蓸 蔀 dy袁

k=0,1,2,噎袁q援
渊圆冤当 灶越圆择 时袁同 灶越圆择垣员 时一样袁得到式

渊源冤的求积公式为

Q(h;x)=
n

j =1
移Dj

h(xj)
vj(xj)

渊愿冤
其中

Dj= 仔

0乙 vj(y)siny-vj(x)sinx
cosy-cosx dy=

q

k=1
移ajkA 2k+

q

k=1
移bjkB2k

而 A 2k= 仔

0乙 cos(2k-1)ysiny-cos(2k-1)xsinx
cosy-cosx dy,k=1,

2,噎袁q
B2k= 仔

0乙 sin(2k-1)ysiny-sin(2k-1)xsinx
cosy-cosx dy,k=1,2,噎袁q

由
sin (2k +1)y-sin (2k +1 )x

cosy-cosx =2sin2ky+

2cosx sin2ky-sin2kx
cosy-cosx - sin(2k-1)y-sin(2k-1)x

cosy-cosx 袁
cos(2k+1)y-cos(2k+1)x

cosy-cosx =2cos2ky+

2cosx cos2ky-cos2kxcosy-cosx - cos(2k-1)y-cos(2k-1)x
cosy-cosx

可得到式渊苑冤尧式渊愿冤中求积系数的递推关系院
I2k+1=2cosxA 2k-I2k-1
A 2k=2cosxI2k-1-A2k-2+ 2

2k-1 - 2
2k-3

J2k+1=2cosxB2k-J2k-1
B2k=2cosxJ2k-1-B2k-2袁k=2,噎袁q
I1=log 1-cosx1+cosx 袁J3=-cos仔2x
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A 2=2+cosxlog 1-cosx1+cosx
B2=-仔cosx

猿 数值实例

设 澡渊曾冤越曾圆

灶越猿袁结点为 园袁仔4 袁仔2
灶越源袁结点为 园袁仔5 袁 2仔5 袁仔2
灶越缘袁结点为 园袁 仔

16 袁仔5 袁 2仔5 袁仔2
灶越苑袁结点为 园袁 仔

10 袁仔5 袁 3.5仔10 袁 2仔5 袁2.3仔5 袁仔2
灶越远袁结点为 0袁0.3袁0.7袁1.0袁1.2袁1.5
灶越愿袁结点为 0袁0.24袁0.5袁0.77袁0.99袁1.21袁1.4袁仔2 援
图 员尧图 圆和图 猿分别是结点个数袁灶越源袁远袁愿和

灶越源袁缘袁苑袁灶越源袁远袁愿和 灶越猿袁缘袁苑 时袁蕴葬早则葬灶早藻三角插

值函数的图像袁并与原函数袁澡渊曾冤越曾圆 进行对比分析袁
以此来说明插值函数的逼近效果.

从实验结果可以看出袁不需要取很大的 灶 就

可以达到比较好的逼近效果袁当然 灶 越大袁误差越

小袁下面数值积分结果也说明了这一点援
澡渊曾冤越糟燥泽圆曾 的数值积分结果院
葬灶泽越

园援苑圆缘 猿源远 苑愿猿 源怨缘 源园缘 员怨缘 源苑员 缘猿缘 员愿源 愿远缘 苑苑
求积公式的数值积分结果院
葬灶泽越

园援苑圆缘 猿源远 怨圆苑 愿猿圆 怨苑猿 源员远 苑缘源 缘园缘 愿缘圆 怨苑怨 远源
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